
 المحاضرة الرابعة

 الاحتمال الشرطي والاستقلال العشوائي𝟐𝟐.3)

 : مقدمة وتعریف:1.2.3

إذا نظرنا إلى السماء في یوم من الأیام ووجدناها ملبدة بالغیوم، فهذا یعني أن 
فإذا رمزنا لحادثة احتمال هطول المطر أقوى مما لو وجدناها خالیة من الغیوم. 

 فإننا نرمز لـ  Bوحادثة كون السماء ملبدة بالغیوم بـ   Aهطول المطر بـ

P(A/B)  باحتمالA  علماً بأن  B قد وقعت أي احتمال هطول المطر علماً بأن
وهو أكبر أیضاً  P(A)أكبر من  P(A/B)سیكون مِنْ ثَمَّ و السماء ملبدة بالغیوم 

. وهذا المثال یوضح بأن هناك حوادث قد تكون على صلة  P(A/B′)من 
، أي وقوع حادثة قد یؤثر زیادةً أو نقصاناً في احتمال وقوع حادثة ببعض بعضها
 ومن هنا تأتي أهمیة الاحتمال الشرطي. ، أخرى

   :أي Aلا یؤثر بزیادة أو نقصان في احتمال وقوع  Bولو وجدنا أن وقوع حادثة 

P(A/B′) = P(A)من ببعض ا بلا شك أن لا صلة للحادثتین بعضه تنتج، نس
 الناحیة الاحتمالیة، أو أنهما مستقلان احتمالیاً.

 ، Fحدثین من  A, Bوكان ، ) فضاءً احتمالیاً Ω, F, Pإذا كان لدینا (مِنْ ثَمَّ و 
P(B)وإذا علمنا أن  >  Bعلماً بأن  A  فإننا نعرّف الاحتمال الشرطي لوقوع  0

 : قد وقع بـ

PB(A)�بـ  أیضاً إذ نرمز  = P(A/B)�     ؛ 
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P(A/B) = P(A∩B)
P(B)

  ;  P(B) > 0  
 وبالمثل:

PA(B)� حیث: = P(B/A)� ;    P(A) > 0  ;     P(B/A) = P(A∩B)
P(A)

 

 نتائج:

یعني أننا  Aفضاءً احتمالیاً، فإنه بمعرفتنا بوقوع الحدث ) Ω, F, P) إذا كان (1
 ) .Ω, F, PA(سنتعامل مع الفضاء الاحتمالي الشرطي 

 (2  PA  ( یحقق التعریف الریاضي للاحتمال ) فهذا یعني أن ، هو احتمال فعلي
كل الخواص التي رأیناها في الجزء الأول للاحتمال صالحة في حالة الاحتمال 

 الشرطي.

 قاعدة الاحتمال المركب:: 2.2.3

 من تعریف الاحتمال الشرطي رأینا أن :

PA(B) = P(A/B) = P(A∩B)
P(A)

  ;   P(A/B) = P(A∩B)
P(B)

  

 
⇒  P(A ∩ B) = P(A). P(B/A) = P(B). P(A/B)  

 وهذه تدعى بقاعدة الاحتمال المركب.

 متتالیة من الأحداث:  A1, A2,…..Anویمكننا ببساطة تعمیم هذه القاعدة من 

    P(⋂ Ai
n
i=1 ) =   P(A1). P(A2/A1). P(A3/A1 ∩ A2)…. P �(An� ⋂ Ai

n−1
i=1 )� 
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 ):12.3مثال (

شخص حسب الجنس (ذكر أم أنثى) ووفقاً للإصابة بمرض  100تم تصنیف 
 :تيمعین (مصاب أو غیر مصاب) وكانت النتیجة كالآ

  مصاب غیر مصاب المجموع

 ذكر 10 30 40

 أنثى 15 45 60

 المجموع 25 75 100
 من مجموعة الأشخاص والمطلوب : اختیر عشوائیاً شخصٌ 

 علماً بأنه كان ذكراً. اً احسب احتمال أن یكون الشخص مصاب .1

 بالمرض. اً احسب احتمال أن یكون ذكراً علماً بأنه كان مصاب .2

 الحل:

 بالمرض. اً حادثة كون الشخص مصاب Aلیكن 

 حادثة كون الشخص ذكراً.  B   و 

 الحادث المطلوب  .1

P(A/B) = P(A∩B)
P(B)

= |A∩B|
|B|

= 10
40

= 0.25  

 الحادث المطلوب2.  
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P(B/A) = P(A∩B)
P(A)

= |A∩B|
|A|

= 10
25

 = 0.40  

 ):13.3مثال(

السبعین عاماً، وبلغ بهما المرض أشده، فإذا  نحورجل وزوجته بلغا من العمر 
واحتمال وفاة المرأة خلال العام  0.30كان احتمال وفاة الرجل خلال عام هو 

ما احتمال أن یكون المتوفى هو ف. فإذا حصل وفاة خلال العام، 0.45هو نفسه 
 ؟لمرأةى هو اوما احتمال أن یكون المتوفَّ  ؟الرجل

 الحل:  

 حادثة وفاة الرجل خلال العام.  Aلتكن 

 حادثة وفاة المرأة خلال العام. B   و   

 حادثة وفاة خلال العام.  Cو    

1(      P(A/C) = P(A∩C)
P(C)

= P(A)
P(A∪B)

                                                     

= P(A)
P(A)+P(B)−P(A∩B)

= 0.30
0.30+0.45

= 0.30
0.75

= 0.4  

2( 

P(B/C) = P(B∩C)
P(C)

= P(B)
P(C)

= 0.45
0.75

= 0.6  

 

  عریف التجزئة:ت3.2.3 
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متتالیة من الحوادث كلها من   𝑖≥1(Ai)ولتكن  ،) فضاءً احتمالیاً F, PΩ ,لیكن (
F نقول عن .(A𝑖)𝑖≥1    إنها تشكل تجزئة للحدث الأكیدΩ  إذا حققت الشروط

 :الآتیة

1( Ω = ⋃ A𝑖                                                                                                 𝑖≥1 

(2                           𝐴𝑖 ∩ Aj = ∅   :𝑖 ≠ 𝑗   ;    ∀i,j≥ 1     

 نتائج:1.3.2.3 

(كون  ندئذٍ عف ، Ωتشكل تجزئة للحدث الأكید   𝑖≥1(𝐴𝑖)إذا كانت الأحداث   )1
(A𝑖)𝑖≥1  ( متنافیة مثنى مثنى 

P(Ω) = P(⋃ Aii≥1 ) = ∑ P(Ai)i≥1 = وهذه تدعى بقاعدة الاحتمال  1
 الكلي.

تؤدي إلى تجزئة لأي حدث متعلق بالتجزئة  Ω) إن أي تجزئة للحدث الأكید 2
 حدثاً متعلقاً بها فإن: Bوكان  Ω ـتجزئة ل   𝑖≥1(𝐴𝑖). فإذا كانت الأحداثنفسها

B = B ∩ Ω = B ∩ (⋃ Aii≥1 ) = ⋃ (B ∩ Ai)i≥1   

B)متنافیة مثنى مثنى فإن الأجزاء منها   𝑖≥1(A𝑖)وكون   ∩ Ai)i≥1   تكون
 متنافیة مثنى مثنى أیضاً ومنه:

P(B) = P[⋃ (B ∩ Ai)i≥1 ] = ∑ P(B ∩ Ai)i≥1   

B) مِنْ ثَمَّ و  ∩ Ai)i≥1  تشكل تجزئة للحادثB  المرتبط بΩ. 
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 دستور بایز: 32.3.2.

حادثاً  B) ولیكن Ω, F, Pفي الفضاء الاحتمالي ( Ωتجزئة ل   𝑖≥1(A𝑖)لتكن
 مرتبطاً بهذه التجربة. فإن دستور بایز ینص على:

P �Ai
B� � =

P(Ai).P�B
Ai

� �

∑ P(Ai).P�B
Ai

� �i≥1
     ∀ i = 1,2,3, …  

نه إذا وقع الحادث إِ أي  ، إن هذا الدستور یدعى بدستور بایز أو احتمال السبب
B  فما هو احتمال أن یكون الجزء(A𝑖) )  من التجزئة(A𝑖)𝑖≥1 (  هو السبب في

 Bدور العوامل المسببة لوقوع الحدث  ؤدِّيت  𝑖≥1(A𝑖)الأحداث مِنْ ثَمَّ و وقوعه، 
 .نفسهاوغیره من الأحداث المرتبطة بالتجزئة 

 رأینا أن:(حسب قاعدة الاحتمال المركب)3.2.3) الإثبات من: (

P(B) = ∑ P(Ai ∩ B) = ∑ P(Ai). P �B
Ai 

� �i≥1i≥1  

 ومن تعریف الاحتمال الشرطي نجد:

P �Ai
B� � = P(Ai∩B)

P(B)
=

P(Ai).P�B
Ai

� �

∑ P(Ai).P�B
Ai

� �i≥1
  

𝑖 =1,2,….. 
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 ): 14.3مثال(

عاطلة عن العمل، بدأ یفحص  10جهاز إرسال تحوي  500لدى شخص 
الأجهزة، جهازاً فجهازاً، عین احتمال أن یجد الشخص ثلاثة أجهزة صالحة للعمل 

 ثم یلیها جهاز عاطل عن العمل.

 الحل:
 حادثة الحصول على جهاز عاطل عن العمل   Eiلتكن 

 𝑖 = 1, 2, 3, 𝐸́1 والحاث المطلوب  4 ∩ 𝐸́2 ∩ 𝐸́3 ∩ 𝐸4 ة دفحسب قاع
 الاحتمال المركب:

P�É1 ∩ É2 ∩ É3 ∩ E4� = P�É1�. P �E2́
E1́

� � . P �E3́
É1 ∩ É2

� � . P �E4
É1 ∩ É2 ∩ É3

� �  

= 490
500

× 489
499

× 488
498

× 10
497

= 0.019  

 :)15.3(مثال

من  %30هم بـ یس  A1الخط الأول  ؛ إذ إِنَّ مصنع للأدویة فیه ثلاثة خطوط إنتاج 
یسهم بـ  A2معیب الصنع، والخط الثاني  %1 إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه 

 A3معیب الصنع، والخط الثالث  %2من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه  36%

م اختیار تمعیب الصنع.  %2من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه  %34یسهم بـ 
 من إنتاج المصنع عشوائیاً.  عبوة

 والمطلوب: 
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 معیبة الصنع.. احسب احتمال أن تكون العبوة المختارة 1

احتمال أن تكون من إنتاج الخط  لعبوة المختارة معیبة الصنع فما . إذا كانت ا2
 ؟الثالث

 الحل: 
 حادثة كون العبوة المختارة معیبة الصنع. Bلیكن 

 :تيویمكننا وصف التجربة بالمخطط الآ
 A1 A2 A3 الخط

 P(A1)=0.30 P(A2)=0.36 P(A3)=0.34 مساهمة الإنتاج

 حادثة كون العبوة المختارة معیبة الصنع. Bإذا كان 

نسبة معیبة 
 الصنع

𝑃 �𝐵
𝐴1

� � = 0.01  𝑃 �𝐵
𝐴2

� � = 0.02  𝑃 �𝐵
𝐴3

� � = 0.02  

 (فضاء العینة) لأنه Ωتشكل تجزئة ل  A1, A2, A3یلحظ أن 

P(A1) + P(A2) + P(A3) = 0.30 + 0.36 + 0.34 = 1  
 :P(B)الحادث المطلوب   )1

P(B) = P(A1). P �B
A1

� � + P(A2). P �B
A2

� � + P(A3). P �B
A3

� �  

   = (0.30). (0.01) + (0.36). (0.02) + (0.34). (0.02) = 0.017  

 هنا لدینا قانون بایز (احتمال السبب)  )2
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 فما هو احتمال أن یكون الخط الثالث هو السبب في وقوعه. Bأي إذا وقع 

𝑃 �𝐴3
𝐵� � =

𝑃(𝐴3).𝑃�𝐵
𝐴3� �

𝑃(𝐵)
= (0.34).(0.02)

0.017
= 0.0068

0.017
= 0.40  

 ):17.3مثال(

، واحتمال أن  0.08 الإصابة بمرض السكرينسبة في مجتمع من البالغین تبلغ 
 0.95یقرر طبیب معین إصابة شخص بهذا المرض، علماً أنه مریض بالفعل هو 

، ما احتمال أن یكون  0.02واحتمال أن یقرر إصابته علماً أنه غیر مصاب هو 
 ؟بالسكري علماً بأن الطبیب أبلغه ذلك اً شخص بالغ مریض

  الحل:

الإصابة أو عدم الإصابة  أي الأسباب وهي، هنا نتعرف أولاً حوادث التجزئة 
 بمرض السكري ولدینا هنا

 P�B́� = 1 − P(B) = 0.92  ;  P(B) = 0.08 

أن الطبیب شخص الإصابة بالمرض، عندئذٍ لدینا من فرضیات  Aولیكن الحادث 
 الدراسة:

;   P �A
B́� � = 0.02 P �A

B� � = 0.95 

𝐵والحادث المطلوب:  
𝐴� (حالة قانون بایز) 
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P �B
A� � = P(A∩B)

P(A)
=

P(B).P�A
B� �

P(B).P�A
B� �+P�B́�.P�A

B́� �
  

                  =  (0.08).(0.95)
(0.08).(0.95)+(0.92).(0.02)

= 0.076
0.0944

= 0.81  

 تعریف الاستقلال العشوائي: 3.3

 ) فضاء احتمالیاً:Ω, F, Pلیكن (

أنهما مستقلان عشوائیاً إذا كانا  A, Bالحادثین  إِن، نقول Fمن  A, Bلتكن  )1
P(A   :لآتيیحققان الشرط ا ∩ B) = P(A). P(B) 

. فإننا نقول عن هذه الأحداث مستقلة عشوائیاً Fمن  A1, A2, A3إذا الأحداث 2) 
 ن:تییإذا كانت تحقق الشرطین الآ

 مستقلة مثنى مثنى. A1, A2, A3الأحداث   -1  

2   -  P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1). P(A2). P(A3) 

إنها مستقلة عشوائیاً إذا  Fمن  A1, A2……. An) نقول عن متتالیة من الأحداث 3
 :تیینكانت تحقق الشرطین الآ

 ) تكون مستقلة عشوائیاً.n-1كل متتالیة جزئیة منها من المرتبة (  -1 

 2- P(⋂ Ai
n
i=1 ) =  ∏ P(Ai)  n

i=1 

 نتائج: 31.3.
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P�B من تعریف الاستقلال ینتج أن: )1
A� � = P(B)   ;   P�A

B� � = P(A) 
ن استقلال حادثین یعني أنه إذا وقع أحدهما فلیس له أي علاقة بوقوع أو إِ أي 

 عدم وقوع الآخر. ویمكن تعمیم ذلك.

Aإذا كان  )2 ∩ B = (حدثان متنافیان)، فلكي یكونا مستقلین یجب أن   ∅
 یتحقق:

P(A ∩ B) = P(A). P(B)
 

⇒ P(A). P(B)  
= 0 

 
⇒   P(A) = 0 V 𝑃(𝐵) = 0                                 

 أي یجب أن یكون أحدهما على الأقل حادثاً مستحیلاً.

في دراسة لمرضى الرئة، أجري فحص لمجموعة مؤلفة من ): 18.3مثال (
شخص  3300عاماً، ومن بینهم یوجد  60شخص أعمارهم فوق ال  10000

 مدمنيشخص من  4000لدیهم اختلاطات رئویة، ولقد وجد من المجموعة 
شخص لدیهم اختلاطات رئویة،  1800التدخین، ومن بین المدخنین یوجد 

 تلاطات الرئویة حادثتان مستقلتان؟والمطلوب: هل التدخین والاخ

 الحل:

 تیار شخص عشوائیاً وكان مدمناً التدخین.حادثة اخ Aلتكن 

 حادثة اختیار شخص عشوائیاً وكان لدیه اختلاطات رئویة، عندئذٍ: B ولتكن

P(A) = 4000
10000

= 0.4  

P(B) = 3300
10000

= 0.33  

P(A ∩ B) = 1800
10000

= 0.18  
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P(A). P(B) = (0.4). (0.33) = 0.132 ≠ 0.18 = P(A ∩ B)  
 ین عشوائیاً.غیر مستقلّ  Bو  Aوبالتالي 

 ن.یوالاختلاطات الرئویة حادثتان غیر مستقلتأي التدخین 

 خواص الاستقلال العشوائي:2.3.3 

 ) فضاء احتمالیاً.Ω, F, Pلیكن (

المستحیلة والأحداث شبه  هالأحداث المستقلة عن نفسها هي الأحداث شب -1
 الأكیدة فقط.

1  حیث Fمن  Aحادثان مستقلان عن أي حدث  ∅ ,Ωإن  -2 > 𝑃(A) > 0 . 

تكون مستقلة  'A, Bمستقلة عشوائیاً فإن  Fمن  A, Bإذا كانت الأحداث  -3
 .تكون مستقلة عشوائیاً   'B' ،A مستقلة عشوائیاً و  A', Bعشوائیاً و 

,A1إذا كانت الأحداث   -4 A2, … . An  منF  مستقلة عشوائیاً فإن الحوادث
,Á1المتممة لها  Á2, … . Án .ًتكون مستقلة عشوائیاً أیضا 

 :لآتيویحققان الشرط ا Fحدثین من  A, Bمن أجل  -5

 P �B
Á� � = P �B

A�  مستقلین عشوائیاً. A, Bعندئذٍ یكون  �

,A1إذا كانت الأحداث  6- A2, … . An  مستقلة عشوائیاً فعندئذٍ لحساب
P(⋃ Ai

n
i=1  ) حیث:4یصبح هذا سهلاً إذا استفدنا من الخاصة ( (

P(⋃ Ai
n
i=1 ) = 1 − P�⋂ Ái

n
i=1 � = 1 − ∏ P�Ái�n

i=1  
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 ): 19.3مثال(

1سنوات أخرى هو  10إذا كان احتمال أن یعیش رجل 
4

، واحتمال أن تعیش  
1سنوات أخرى هو  10زوجته 

3
 ، والمطلوب: 

 سنوات أخرى. 10احسب احتمال أن یعیش الاثنان  )1

 سنوات أخرى. 10احسب احتمال أن یعیش أحدهما على الأقل   2)

 سنوات الأخرى. 10احسب احتمال أن یتوفى الاثنان خلال ال 3)   

 سنوات أخرى. 10احسب احتمال أن تعیش الزوجة فقط 4)   

 الحل:

 سنوات أخرى.10حادث أن یعیش الزوج  Aلیكن 

 سنوات أخرى. 10حادث أن تعیش الزوجة  B و   

 مستقلان عشوائیاً):  A, Bن تی(لأن الحادث)  1

P(A ∩ B) = P(A). P(B) = 1
4

× 1
3

= 1
12

  

2 (              P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) 
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 =  1
4

+ 1
3

− 1
12

= 1
2
            

3  (P�Á ∩ B́� = 1 − P��Á ∩ B́�� = 1 − P(A ∪ B)  = 1 − 1
2

= 1
2

   

(4                P�Á ∩ B� = P(B) − P(A ∩ B) = 1
3

− 1
12

= 1
4

 

 ):20.3مثال(

یمكن لمؤشر داوجونز في بورصة نیویورك أن یزداد أو ینخفض یومیاً. فإذا كان 
) في الیوم، فخلال أربعة أیام عین احتمال أن یزداد مرة 0.50( احتمال الزیادة
 علماً بأن الزیادة أو النقصان هي حوادث مستقلة.على الأقل، 

 الحل:

𝑖، حیث 𝑖  حادثة أن یزداد المؤشر في الیوم Eiلیكن   = 1, 2, 3, والحادث  4
⋃المطلوب  Ei

4
i=1 : 

P�⋃ Ei
4
i=1 � = 1 − P�⋂ Eı́4

i−1 � = 1 − P�∏ P(Ei)4
i=1 � = 1 − (0.50)4 = 0.938  

 تمارین غیر محلولة: 4.3: 

العینة في تجربة دراسة توزع الإناث لدى أسرة تملك خمسة  ءعین عدة فضا 1)
 أطفال؟

 عین عدة فضاء العینة وفضاء العینة في تجربة إلقاء أربع قطع نقود متوازنة؟ )2

 لدى أسرة أربعة أطفال. عین احتمال أن یكون لدى الأسرة: )3

 ذكران على الأقل. - أ
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 أنثى على الأكثر. - ب

 ثلاثة ذكور وأنثى. - ت

  إناث. أربع ثلاثة ذكور أو - ث

,M1ثلاث آلات 4)   M2, M3  25تنتج% , 35% , من إنتاج مصنع  40%
, %5على الترتیب، ولنفترض أن  4% ,  من إنتاج هذه الآلات سیِّىء 2%

الصنع على الترتیب أیضاً. اخترنا سلعة من إنتاج هذا المصنع فكانت سیئة 
 .M1الصنع ، عین احتمال كون السلعة من إنتاج الآلة 

 5كبسولات بیضاء. سحب عشوائیاً  5كبسولات دواء سوداء،  7یحوي كیس 5) 
كبسولات، والمطلوب: احسب احتمال الحصول على كبسولتین بیضاء اللون 

 ضمن الكبسولات المسحوبة. 

 اً تنتج زهور  ىخر أ 4، و  صفراء اً منها تنتج زهور  4بذور،  10كیس یحوي 6) 
بیضاء. سحبنا عشوائیاً من هذا الكیس ثلاث بذور  اً منها تنتج زهور  2حمراء و 

 ؟عشوائیاً. فما احتمال أن تنتج هذه البذور زهوراً من نفس اللون

تم تصنیف مجموعة من الأشخاص حسب عیار السكر بالدم عندهم وحسب  )7
 :تيدرجة ارتفاع الضغط الشریاني لدیهم ووفق الجدول الآ

 المجموع
 عیار السكر بالدم

 
 عادي متوسط عالٍ 

 ضغط  عالٍ  5 10 20 35

 ضغط عادي 35 25 5 65

 المجموع 40 35 25 100
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 ، والمطلوب: تم اختیار شخص عشوائیاً من بین هذه المجموعة   

فما احتمال أن یكون عیار  ضغط عالٍ  اإذا كان الشخص الذي تم اختیاره ذ - أ
 اً؟السكر بالدم لدیه متوسط

 .ضغط عالٍ  االذي تم اختیاره ذما احتمال أن یكون الشخص   - ب
للسكر بالدم، فما احتمال أن  عیار عالٍ  اإذا كان الشخص الذي تم اختیاره ذ - ت

 اً؟یكون ضغطه عادی

ط إنتاج. فإذا كان الخط الأول خطو  4مصنع لأجهزة قیاس ضغط الدم فیه 8) 
،  معیب الصنع %2من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه  %25هم بإنتاج یس

من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه  %15وكان الخط الثاني یسهم بإنتاج 
من إنتاج المصنع  %35وكان الخط الثالث یسهم بإنتاج  ، معیب الصنع 1%

 %25معیب الصنع، وكان الخط الرابع یسهم بإنتاج  %3ومن ضمن إنتاجه 
ن معیب الصنع، تم اختیار جهاز م %4من إنتاج المصنع ومن ضمن إنتاجه 

 إنتاج المصنع. والمطلوب: 

 ؟جهاز الذي تم اختیاره معیب الصنعما احتمال أن یكون ال  - أ
 إذا كان الجهاز الذي تم اختیاره معیب الصنع فما احتمال أن یكون   - ب

a. ؟من إنتاج الخط الثاني 
b. ؟من إنتاج الخط الرابع 

واحتمال أن  0.10في مجتمع مدینة معینة، تبلغ نسبة الإصابة بمرض معین 9) 
یقرر طبیب معین إصابة شخص بهذا المرض، علماً أنه مریض بالفعل هو 

. ما احتمال 0.04واحتمال أن یقرر إصابته علماً أنه غیر مصاب هو  0.90
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أن یكون شخص من هذا المجتمع مصاباً بالمرض المذكور علماً بأن الطبیب 
 ؟أبلغه ذلك
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